LIV SISSEL GRONMO

Ferdighetenes plass i
matematikkundervisningen

| en tidigare artikel, Namnaren nr 3, 2005, har férfattaren
kommenterat norska elevers resultat i TIMSS och PISA 2003. | denna

artikel argumenteras for vikten av att arbeta med grundlaggande
fardighetstraning och att detta inte star i motsattning mot
begreppsforstaelse eller mot arbete med vardagsproblem.
Eftersom situationen i vara lander ar likartad kan man anta att vad
som galler i norsk skola ar giltigt dven i den svenska.

forste artikkelen med utgangspunkt i de

norske resultatene fra TIMSS og PISA
presentert. I den artikkelen ble det rede-
gjort for noen viktige forskjeller pd TIMSS
og PISA studiene, og de norske resultatene
ble sammenliknet med resultatene for fire
andre land som utgangspunkt for en refleks-
jon om forholdet mellom ren og anvendt
matematikk. P8 bakgrunn av hvordan ulike
land presterte i TIMSS og PISA konkluderte
artikkelen med at en basis av grunnleggen-
de kunnskaper og ferdigheter innen tall og
tallregning synes 4 veere en ngdvendig, men
ikke tilstrekkelig, betingelse for at elevene
skal utvikle en bred matematisk kompetan-
se. Denne artikkelen tar dette som utgangs-
punkt for en videre diskusjon av forholdet
mellom ren og anvendt matematikk. Dis-
kusjonen dreier seg blant annet om beho-
vet for automatisering av grunnleggende
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ferdigheter i matematikk, og stiller spors-
malet om en viktig arsak til de svake norske
prestasjonene skyldes at trening av grunn-
leggende ferdigheter har blitt nedpriori-
tert i skolen. Det henvises ikke spesielt til
de svenske resultatene i artikkelen, men vi
vet fra tidligere studier at vare to land har
mye tilfelles ndr det gjelder skole og utdan-
ning. Sverige og Norge var for eksempel de
to landene som markerte seg med den ster-
ste tilbakegangen i elevenes prestasjoner i
matematikk i 8. klasse i TIMSS fra 1995 til
2003. Det synes derfor rimelig & anta at en
del av de betraktninger som gjeres i forhold
til matematikk i norsk skole vil ha relevans
ogsé for situasjonen i Sverige.

Ren og anvendt matematikk

Matematikken er beskrevet som vitenska-
pen om menstre og sammenhenger (Dev-
lin, 1994). Det kan dreie seg om & lete etter
menstre og lovmessigheter i en egen mate-
matisk verden, hvor man for eksempel stude-
rer hva som kjennetegner ulike tallmonstre
som primtall eller periodiske desimaltall.
Det kan ogsa dreie seg om 8 bruke matema-
tikk til & studere menstre og lovmessigheter
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Figur 1. Forholdet mellom virkelig verden og matematisk verden (etter Standards, NCTM 1989)

pa andre felt som for eksempel naturfag eller
gkonomi (Freudenthal, 1983; Steen, 1990).
Men matematikk er ikke bare systemet eller
produktet. Det er etter hvert blitt mer van-
lig ogsé & ta hensyn til prosessaspektet ved
matematikk. "Matematisering” har blitt
brukt som en betegnelse for prosessaspek-
tet. Man er da ikke bare opptatt av lgsning-
en pé en oppgave, oppmerksomheten rettes
like mye mot selve aktiviteten. Betegnelsen
matematisering brukes ogsd om prosessen
med & g fra et gitt problem i den virkelige
verden til 8 omsette dette til et matematisk
sprak, se figur 1.

Hoyre side av figuren viser den matema-
tiske verden, en egen abstrakt verden med
veldefinerte symboler og regler. Venstre
side forestiller den virkelige, konkrete ver-
den som omgir oss. Ren matematikk, som
arbeid med tall uten & knytte det til pro-
blemer fra virkeligheten, vil bare foreg pa
hoyre side pé figuren. Man bruker da gjerne
betegnelser som matematisk uttrykk om det
man arbeider med. A beregne svaret pa et
addisjons- eller multiplikasjonsstykke eller &
finne ut hva som passer i en likning, er ek-
sempler pa arbeid innen ren matematikk. I
anvendt matematikk tar man utgangspunkt
i et problem fra den virkelige verden. Man
ma da forst gjere en forenkling og formule-
re problemet klart, s& skal dette matematise-
res og ende i en matematisk modell eller et

matematisk uttrykk. Deretter arbeider man
innen den rene matematiske verden med en
transformasjon av den matematiske model-
len. Hvis man arbeider med tallsymboler,
kan det for eksempel veere & foreta en utreg-
ning, i algebra kan det veere en manipule-
ring med bokstavsymboler. Lgsningen man
kommer fram til, ma veere riktig i forhold til
de regler som gjelder innen den matematis-
ke verden. S& skal lgsningen relateres tilbake
til den virkelige verden gjennom en fortolk-
ning av hva dette inneberer i forhold til det
formulerte problemet. Til slutt skal rime-
ligheten av svaret valideres i forhold til det
opprinnelige problemet. Anvendelse av ma-
tematikk forutsetter derfor bide at man kan
orientere seg med en rimelig sikkerhet i den
rene matematiske verden, og at man med ut-
gangspunkt i en virkelig problemstilling kan
matematisere og sette opp en modell som
man arbeider med, for til slutt & relatere sva-
ret tilbake til problemet i den virkelige ver-
den. Anvendt matematikk er derfor i sin na-
tur kompleks.

Arbeid innen ren matematikk som ut-
regninger, omforming og manipulering med
matematiske symboler har tradisjonelt hatt
en sterk posisjon i skolematematikk. I det-
te matematiske universet er matematikk en
sikker, presis og eksakt vitenskap, hvor teo-
rier og teser kan bevises eller motbevises. I
det gyeblikk vi forbinder matematikk med

NAMNAREN NR4-2005 39




virkeligheten, er ikke matematikk mer pre-
sis enn andre typer vitenskap. Enhver an-
vendelse er forbundet med usikkerhet. Al-
bert Einstein har uttalt at

As far as the laws of mathematics refer to

reality, they are not certain, as far as they are

certain, they do not refer to reality.
(Humboldt, 2004).

Med okt vekt pd anvendelse av matema-
tikk kan det synes som om betydningen av
a forstd at matematikk i seg selv er en eks-
akt og sikker vitenskap, i noen grad har
forsvunnet fra skolematematikken (Gardi-
ner, 2004). Formuleringer som "bare en ma-
nipulering med symboler” er blitt brukt om
matematikk som "bare” opererer pa figurens
heyre side. Arbeid innen ren matematikk
forutsetter i hoyeste grad refleksjon og for-
stdelse, men da innen den matematiske ver-
den. Dette kan for eksempel vaere refleksjon
rundt sammenhengen mellom addisjon og
multiplikasjon eller forstdelse av brek og de-
simaltall som ulike representasjonsformer.
A forstd og gi mening til ren matematikk er
i seg selv en stor utfordring, selv nar vi be-
grenser det til omrédene tall og tallregning.
Det synes uproblematisk & akseptere at
et viktig mal for undervisningen i skolen
skal veere at alle utvikler en type kompetan-
se vi kan betegne som mathematical literacy,
at alle elever skal f de nedvendige kunn-
skaper for 8 anvende matematikk pd pro-
blemstillinger de mater i dagligliv og sam-
funnsliv. Det problematiske er hvis dette
oppfattes som et alternativ til tradisjonell
matematikkundervisning.

Mathematical literacy and numeracy are
often presented as though they were alternati-
ves to traditional school mathematics, rather
than by-products of effective instruction.
(Gardiner, 2004 s 2).

[ L97 framheves det p& den ene siden at ma-
tematikk skal knyttes til dagligliv og anven-
delser, pa den andre siden star det i planen
at elevene skal f3 fundamentale kunnskaper
og ferdigheter i faget. For & kunne anvende
matematikk m& man ha en rimelig kompe-
tanse med grunnleggende faglige fakta, fer-
digheter og begreper. Uten dette grunnla-
get har man lite 4 anvende. P4 samme maéte
som mathematical literacy i dag framheves,
var det "problemlgsing” som ble framhevet
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for noen ar siden. Ogsa nar det gjaldt pro-
blemlgsing, har mange studier pekt pa at
for & veere en god problemlgser i matema-
tikk, er det viktig & ha gode elementere fag-
lige kunnskaper og ferdigheter (Schoenfeldt
1992, Bjorkquist 2001). Verken mathemati-
cal literacy eller problemlgsing gjor behovet
for grunnleggende faglige kunnskaper i ren
matematikk mindre. Den faglige basisen
kommer vi ikke utenom, selv om vi vet at
mange ma4 slite for & skaffe seg denne.

At elevene trenger en faglig basis i ren
matematikk, betyr ikke at alle elever trenger
avanserte matematiske kunnskaper for ek-
sempel i algebra.

The utility of academic mathematics is
overestimated.
(Ernest, 2000)

Den delen av ren matematikk som er aktuell
for alle i skolen, og som danner en ngdvendig
basis for anvendelser i dagligliv og samfunn-
sliv, bestér for en stor del av fakta, ferdighe-
ter og begrepsforstaelse innen tall og tall-
regning. Og selv om det hadde vert fint hvis
denne delen av matematikken ble lettere til-
gjengelig hvis vi bare knytter den til anven-
delse, sa er det som tidligere nevnt dessverre
slik at anvendelse heller forutsetter at man
ogsd kan orientere seg med en rimelig sik-
kerhet i en ren matematisk verden med ab-
strakte symboler for tall og operasjoner.

I en undervisning for alle m3 man ogsé
stille spersmélet om hva de elevene trenger
som skal g& videre innen ren matematikk.
I tillegg til at alle i vart samfunn trenger
kunnskaper som setter dem i stand til & bru-
ke matematikk til 4 lgse problemer i daglig-
liv og til delta i en demokratisk prosess, sa
har samfunnet behov for at en viss andel av
befolkningen har sveert hoy kompetanse i
matematikk. I store deler av grunnskolen er
det forst og fremst gode elementaere kunn-
skaper i den delen av ren matematikk som
gar pa tall og aritmetikk, ogsd disse elevene
trenger. Undersgkelser viser at mange av de
problemene elever som gér videre med ma-
tematikk har, for eksempel i algebra, skyl-
des manglende elementezre kunnskaper og
ferdigheter i aritmetikk (Brekke, Grenmo
& Rosén, 2000). S& gjennom store deler av
grunnskolen vil det & legge en god basis i ren
matematikk med tall og tallregning, veere
det alle elever trenger.




Automatisering av grunn-
leggende ferdigheter

Noen indikasjoner pd en mulig forklaring
pa de svake norske prestasjonene finner vi i
elevsporreskjemaene som er brukt i TIMSS
og PISA. Fra PISA vet vi at norske elever
sammenliknet med elever i andre land, rap-
porterer om relativt liten anvendelse av s&-
kalt ferdighetstrening i matematikk. Dette
er basert pé spersmél hvor elever skal rap-
portere hvor enige de er i utsagn som for ek-
sempel "Jeg lgser noen typer matematik-
koppgaver sa ofte at jeg foler at jeg kan lgse
dem i spvne.” Det er altsd snakk om det som
kan kalles drill, pugg og automatisering. Da-
taene fra PISA er overbevisende i forhold
til effekten av ferdighetstrening. I Norge
korrelerer elevenes enighet i at de benytter
slike strategier hgyt med skire i matematikk
(r=0,26). Sammenhengen er enda tydelige-
re pa skoleniva hvor de skolene som har hay
gjennomsnittlig skare, i mye storre grad enn
skoler med lav gjennomsnittlig skare, an-
vender ferdighetstrening i matematikkun-
dervisningen (r=0,38). I den norske PISA-
rapporten (Kjernsli mfl, 2004) er det ogsé
presentert en analyse av hva som kjenneteg-
ner gode skoler, definert som skoler som pre-
sterer hoyt relativt til den sosiogkonomiske
bakgrunnen (SES) til elevene pa skolen. Fra
disse analysene framstér det med stor tyde-
lighet at bruk av ferdighetstrening er noe
som er et viktig kjennetegn for slike gode
skoler (r=0,30 korrigert for SES). Fra TIMSS
har vi svar pd et annet sett av spgrsmal som
kan indikere noe av det samme. Elevene ble
spurt om hvor ofte de arbeidet med en del
emner i matematikktimene. Sammenliknet
med referanselandene framstar norsk mate-
matikkundervisning som et land hvor sveert
fa elever rapporterer at de ofte arbeider med
"brok og desimaltall” eller "de fire regnings-
arter”. Ogsa dette kan veere en indikator pa
det samme fenomenet, nemlig at drill, pugg
og automatisering av grunnleggende ferdig-
heter i matematikk i liten grad finner sted i
Norge.

Er dette en type leeringsstrategi som ikke
vurderes som spesielt egnet i en skole som
skal fostre helhetlige kompetanser og det
som kan kalles hgyere ordens kognitive el-
ler sosiale ferdigheter? Vektleggingen av at

elevene skal drive med aktiviteter og reflek-
tere seg fram til egne losninger har kanskje
gatt pa bekostning av trening og automati-
sering av grunnleggende ferdigheter? Mis-
tolkninger av hva som ligger i et konstruk-
tivistisk leeringssyn kan ogsé ha bidratt til
dette. Nér et slikt leeringssyn framhever at
elevenes selv aktivt konstruerer sin egen
kunnskap, er det viktig & ha klart for seg at
det her er snakk om en mental aktivitet, og
at dette ikke ma forveksles med at elevene
skal veere aktive i en mer dagligdags betyd-
ning av ordet.

Rote learning, drill and practice, and passive
listening to lectures can, as they always have,
give rise to learning. Active learning can be
mental, and so visible inactivity on the part
of the learner is irrelevant...
..the constructivist view of learning does
not rule out any teaching techniques in
principle.

(Ernest, 2004 s65)

Tilegnelsen av de helt grunnleggende ma-
tematiske ferdighetene er kanskje helt av-
hengig av leeringsstrategier som drill og tre-
ning? Det synes lite fruktbart & satse pé at
elevene skal forstd seg fram til de fire reg-
ningsartene. P4 den annen side ber det veere
et mal at elever ogsd far en mer grunnleg-
gende forstdelse av slike elementare begre-
per og operasjoner i matematikken, og selv-
sagt vil det fremme leeringen i matematikk
at man har en dypere innsikt, spesielt nar
tallbegrepet skal generaliseres i form av al-
gebra. Mange vil nok derfor heller hevde at
rapporteringen av at ferdighetstrening er en
lite anvendt leeringsstrategi i norsk skole, er
et sunnhetstegn. Alternativt kan man hevde
at pugg og drill av elementer tallbehandling
er viktig for 8 frigjore kapasitet til 8 komme
videre i matematikk. Stdr man overfor et
mer komplekst problem, er det en fordel om
en del ferdigheter er automatisert. Man fri-
gjor da mental kapasitet som kan brukes til
4 lose selve problemet, istedenfor 3 bruke
krefter pa enkle ferdigheter som kan trenes
inn. En mulig forklaring pa de svake norske
prestasjonene kan derfor veere at norsk skole
i for liten grad har lagt vekt 4 gi elevene en
elementar basis av automatiserte ferdighe-
ter innen tall og tallregning. Visse formule-
ringer i norsk leereplan kan ogsd ha bidratt
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til at man i skolen legger lite vekt pa auto-
matisering av grunnleggende ferdigheter
som for eksempel multiplikasjonstabellen

"Mer vesentlig enn & pugge tabellen er det
a forsta selve begrepet multiplikasjon og
kunne bruke det.”

(L97 s 155).

Resultatene i TIMSS for hvilken type opp-
gaver norske elever presterer darlig pa peker
ogsd i en slik retning. Norske elever prester-
te spesielt svakt pd oppgaver i formell mate-
matikk som utregninger med tall som kre-
ver eksakte svar. Det gjaldt for eksempel
oppgaver innen de fire regningsartene, som
de oppgaveeksemplene som ble gjengitt i
forste artikkel i Nannaren nr 3, hvor elevene
skulle lgse en subtraksjonsoppgave med 1a-
ning pé 8. trinn, og en multiplikasjonsopp-
gave som 15x9 pd 4. trinn (Grgnmo mfl,
2004, www.timss.no).

[ 1995 fant man ingen tendens til at nor-
ske elever presterte svakt pa slike oppgaver.
Den gang var konklusjonen at elevene synes
4 ha basiskunnskaper i de fire regningsarte-
ne og at de behersket sentrale algoritmiske
ferdigheter, og at det derfor ikke var noen
grunn til & veere redd for at gkende bruk av
for eksempel lommeregner hadde hatt ser-
lig innvirkning pd algoritmekompetansen
(Brekke mfl, 1998). Det svake resultatet i
TIMSS 2003 gir derimot grunn til bekym-
ring.

[ leereplanen framstéar tall og tallregning
som det viktigste faglige emnet i matema-
tikk p& smaéskole- og mellomtrinnet. Nar
norske 15-8ringer presterer svakt sammen-
liknet med elever i andre land ogsa i PISA,
synes derfor en rimelig forklaring & veere
at de har et svakt faglig fundament pé det-
te omradet fra barneskolen. Og at dette har
sammenheng med at leringsmetoder og
strategier som gir pa trening og drill med
sikte pa automatisering av elementeare fag-
lige ferdigheter har veert nedprioritert. I de
norske rapportene fra TIMSS og PISA i 2003
pekes det ogsa pé at en mulig forklaring pa
de svake resultatet er at lererens autoritet
og rolle som formidler av faglig kunnskap
har kommet i miskreditt i skolen (Grenmo
mfl, 2004. Kjernsli mfl, 2004).
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Back to basics?

En fortolkning av resultatene for TIMSS
og PISA i 2003 som ender med at en mulig
forklaring pd den faglige tilbakegangen i
norsk skole skyldes for liten vekt pa tre-
ning, drill og automatisering av faglige fer-
digheter kan lett misforstés dit hen at los-
ningen er & legge all vekt pa slike metoder og
leeringsstrategier. Det kunne bli en ny form
for back to basics. Back to basics var nettopp
kjennetegnet av en klokkertro pd at bare el-
evene lerte seg grunnleggende fakta og fer-
digheter si ville forstdelsen komme mer
eller mindre av seg selv. Mye forskning har
paen overbevisende mate pekt pa at det ikke
er tilfelle. Elever kunne ha mye kompetanse
som gikk pé grunnleggende fakta og ferdig-
heter uten at det forte til at de utviklet noen
god forstielse for eksempel for matematiske
begreper og sammenhenger (Brekke, 1995).
Men det er antagelig like tvilsomt & trekke
den motsatte konklusjonen, hvis vi bare leg-
ger all vekt pd & utvikle forstéelse for begre-
per og ssammenhenger s vil elevene ogsa til-
legne seg og automatisere de grunnleggende
ferdighetene de trenger. Det som gjor under-
visning til en kunst er nettopp det 3 balan-
sere mellom mange ulike hensyn. Forholdet
mellom ferdigheter og forstdelse er interes-
sant og komplekst, uten at det er mulig & ga
nermere inn pa det i denne artikkelen. De
representerer to sider av matematisk kom-
petanse som i en vellykket undervisning
kan antas & gjensidig pavirke og stotte hver-
andre, og hvor en ensidig vektlegging av en
av sidene, uansett hvilken, vil falle uheldig
ut hvis mélet er en bred matematisk kompe-
tanse. Likevel synes det pa bakgrunn av de
norske resultatene i TIMSS og PISA betime-
lig & peke pa at den norske skolen synes & ha
sviktet spesielt nér det gjelder & gi elevene
en basis av ngdvendige grunnleggende fer-
digheter i tall og tallregning.

De gsteuropeiske landene synes & vaere
kjennetegnet ved at de vektlegger ele-
mentere basisferdigheter i matematikk,
helt fra tidlig i skolesystemet, og elevene i
disse landene presterer til dels sveert godt i
TIMSS- undersgkelsen, spesielt i 4. klasse.
Derimot skarer disse landene relativt lavt pa
PISA-undersgkelsen. (se den tidigare arti-
keln i Namnaren nr 3, 2005)




For Norge og noen engelskspraklige land er
det omvendt. Selv om de norske prestasjo-
nene i PISA ogsd er svake sammenliknet
med for eksempel de andre nordiske lande-
ne, er de likevel i sammenlikning med land
som var med i begge undersgkelsene relativt
bedre enn prestasjonene i TIMSS. Ogsa dette
viser at det er behov for 8 nyansere dreftin-
gen av hvilken funksjon de grunnleggende
ferdighetene har i matematikkfaget. A lere
seg & bruke matematikken som et verktoy
for & lase problemer i dagligliv og samfunn-
sliv involverer mer enn beherskelse av de
grunnleggende ferdighetene. Forskjellen i
prestasjoner i TIMSS og PISA for land som
Russland kan derfor antas 4 skyldes at de har
hatt en matematikkundervisning som i stor
grad har dreid seg om 3 lgse rene matema-
tiske problemer. Det synes derfor dpenbart
at dette ikke nedvendigvis forer til dannel-
sen av en bred matematisk kompetanse slik
dette defineres av for eksempel Niss (1999).

En oppsummering

TIMSS og PISA tester ulike mal for norsk skole
slik de er nedfelt i leereplanen. De er begge i
rimelig samsvar med mal for grunnskolema-
tematikken, men legger hovedvekten pé ulike
sider av disse mélene. TIMSS tester i hovedsak
om elevene pa sméaskole- og mellomtrinn har
tillegnet seg grunnleggende ferdigheter og for-
stielse i matematikk, mens PISA i hovedsak
tester om elevene ved slutten av grunnskolen
kan anvende matematikk til 3 lgse problemer
fra dagligliv og samfunnsliv.

PISA-resultatene forteller oss at det nor-
ske skolesystemet ikke har lykkes svert
godt i 3 fostre den matematiske kompetan-
sen som blir ansett som et viktig element i
dannelsen av selvstendige, autonome og del-
takende individer som kan anvende mate-
matikk til lesning av mer dagligdagse pro-
blemer. TIMSS kan pd den annen side i
starre grad sies 4 gi en diagnose av hvor sko-
en trykker i forhold til den underliggende og
nedvendige matematiske kompetansen som
er knyttet til fakta, ferdigheter og begreps-
forstéelse i tall og tallregning. TIMSS do-
kumenterer at norske elever synes 8 mangle
grunnleggende ferdigheter og forstéelse pa
omradet tall og tallregning i motsetning til
elevene i mange andre land.

Det er et akseptert mal for undervisning-
en i skolen at alle elever skal kunne anvende
matematikk til & lgse problemer de moter i
dagligliv og samfunnsliv. Men anvendelse av
matematikk forutsetter en basis innen ren
matematikk, som grunnleggende ferdighe-
ter og forstdelse innen tall og tallregning.
Det blir derfor problematisk hvis anvendt
matematikk oppfattes som et alternativ til
tradisjonell matematikkundervisning.

Okt vekt pa trening av grunnleggende
ferdigheter gjennom drill og automatise-
ring star ikke i noen motsetning til at man
i skolematematikken ogsa skal arbeide med
begrepsforstdelse og anvendelse av matema-
tikk pd problemer fra dagliglivet. I artikke-
len pekes det pé at en ensidig vekt pé drill
ikke synes 8 veere en god lesning pé de pro-
blemene skolen str overfor. Automatisering
av grunnleggende ferdigheter er en ngdven-
dig, men ikke tilstrekkelig, betingelse for
at elevene skal utvikle en bred matematisk
kompetanse, noe utviklingen i de @steuro-
peiske landene illustrerer pa en god méte.

Resultatene i TIMSS og PISA kan ikke i
seg selv si at vi skal legge mer vekt pa trening
av grunnleggende ferdigheter og forstdelse i
tall og tallregning. Men tidligere forskning
som peker pa betydningen av en faglig basis
av grunnleggende kunnskaper for problem-
lgsing og anvendelse av matematikk, sam-
men med det faktum at elever i andre land
synes 4 ha en tillegnet seg en slik kompetan-
se tidlig i skolen, kan indikere at dette er en
type kunnskap ogsa norske elever bar tilleg-
ne seg relativt tidlig i skolen.

Til sammen gir PISA og TIMSS et mer
helhetlig og robust bilde av norsk skole enn
det man kan & ved analyser av kun den ene
av dem. Det synes derfor meningsfullt 3
se pa dette som to komplementare under-
sokelser.
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Lésningar till Problemavdelningen
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